Vidauki D: Talningarfraedi

Inngangur

Steerdfraedin hefur sennilega faedst um leid og menn byrjudu ad telja og pvi
meetti @tla ad han hafi fylgt okkur ®0i lengi. St stadreynd er bvi frodleg
a0 enn bann dag i dag eru t6lud tungumal medal frumstaedra pjodflokka
bar sem talnakerfi i okkar skilningi eru ekki til, bar sem einungis eru til
hugtokin einn, tveir og margir. Ad kunna ad telja og hafa hugtok til bess er
bvi kannski ekki alveg jafn sjalfsagt og okkur haettir til ad halda og sennilega
hoéfum vid flest gleymt beirri protlausu vinnu sem purftum ad leggja 4 okkur
sem born til ad leera télurnar og til ad tileinka okkur bé list ad telja.

En b6 vid teljum okkur fljott vera ordin nokkud sjoud i talningarlistinni,
b4 kemur samt hik &4 marga begar peir f4 verkefni 4 bord vid: A hve marga
vegu mé rada spilastokki? A hve marga vegu ma velja r6d i Lottoinu? A
hve marga vegu ma skipta 12 manna hépi { fjéra fimm manna bila? A
hve marga vegu ma velja sér 10 konfektmola i salgeetisbud ef par fast 6
gerdir af molum? Pessar spurningar eru vidfangsefni talningarfraedinnir sem
2tlunin er ad kynna i pessum vidauka. Eftir lestur hans setti ofangreindum
spurningum, dsamt mérgum 6drum, ad vera audsvarad.

1 Skuaffuregla Dirichlets

Eitt gagnlegasta vopnid vid lausn daema af ymsu tagi er einf6ld regla, sem
oft er nefnd skiffuregla Dirichlets:

1.1 Setning. Ef m hlutir eru latnir i n skiffur og m > n, pa lenda ad
minnsta kosti tveir hlutir i sému skiaffunni.

Skuffureglan kann ad virdast svo augljos ad astaedulitid sé ad gefa henni
sérstakt nafn. P4 vill han furdu oft gleymast, og pad er dalitil list ad atta
sig & hvenaer og hvernig hin 4 vid. Til frekari gloggvunar skulu synd tvo
demi sem mé leysa med bessari reglu.

1.2 Daemi. Tiu punktum er dreift einhvern veginn innan jafnhlida prihyrn-
ings med hlidarlengd 1. Synid ad unnt er ad finna tvo punkta pannig ad
fjarleegdin milli peirra er minni en 1/3.

LAusn: Ein leid til ad leysa betta deemi felst { ad beita skaffureglunni, par
sem hlutirnir eru punktarnir tiu og ,skuaffurnar® fast med bvi ad skipta pri-
hyrningssvaedinu i niu jafnhlida prihyningssvaedi med hlidarlengd 1/3. Gefa
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verdur punktum sem lenda 4 métum bessara minni svaeda sérstakan gaum,
en vi0 getum valid ad vild til hvada minni prihyrningssveedis slikur punktur
4 ad teljast. Vid sjaum nd med skuffureglunni ad tveir punktar hljota ad
lenda i sama prihyningssvaedi. Adeins annar beirra getur verid hornpunktur
(bvi adeins einn hornpunktur er innan { steerri brihyrningnum) og ba er
fjarleegdin milli peirra minni en 1/3.

1.3 Dzemi. Nemandi leysir samtals 40 staerdfraedideemi & fjorum vikum,
bar af ad minnsta kosti eitt deemi & hverjum degi. Synid ad unnt er ad
finna n daga samfellt timabil bannig ad & bvi timabili leysi nemandinn
nakvemlega 15 deemi. (Hér er n fyrirfram 6pekkt tala.)

LAuUSN: Innleidum steerdirnar z; fyrir fjolda deema sem nemandinn hefur
leyst ad loknum j-ta degi og y; = z; + 15, j = 1,2,...,28. Par sem nem-
andinn leysir a.m.k. eitt deemi 4 hverjum degi eru tolurnar z; allar mismun-
andi og par med eru télurnar y; einnig allar mismunandi. Ef vid getum synt
a0 til eru j og k bannig ad x; = yr = 1 + 15, b4 er demid leyst, pvi pa
hefur nemandinn leyst nadkvaemlega 15 deemi fra og med (k + 1)-sta degi til
loka j-ta dags. En petta faest beint ar skaffureglunni, pbar sem hlutirnir eru
breyturnar z; og y; fyrir j = 1,2,...,28 og eru pvi 56 talsins, en skaff-
urnar eru hugsanleg gildi sem z; og y; geta tekid en pau eru 4 bilinu fra 1
til 40+ 15 = 55. (Takid eftir ad z;-in eru 6ll 6lik, svo ad tvo beirra geta ekki
lent 1 sému skaffu. Sama gildir um y;-in.)

2 Margfoldunarreglan

Meginreglan sem er undirstada flestra athugana { talningarfraedi er eftirfar-
andi:

2.1 Setning. (Margf6ldunarreglan) Verkefni (eda verk) er samansett tur
r60 af k skrefum (eda verkpattum) Ty, T, ... ,T). Haegt er ad framkvaema

skrefid T; 4 n; mismunandi vegu (i = 1,2,...,k). Fjoldinn n; er 6hadur
bvi hvernig skrefin 4 undan voru framkveemd. P& er haegt ad framkvama
verkefnid 4 ny -ng - --- - ny mismunandi vegu.

2.2 Deemi. Bilskraningarnimer i Bretlandi fram & 1963 voru samansett af
bremur bokstéfum 4 undan briggja stafa tolu. Hver var fjoldi mogulegra
bilskraningarniamera?

LAusN: Verkefnid er ad baa til bilskraningarnimer. Vid skiptum verkefninu
i 4 skref:

T, velja fyrsta bokstaf
T> velja annan bokstaf
Ts velja bridgja bokstaf
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Ty velja briggja stafa télu

P4 er n; = no = n3 = 26 (enska stafrofid hefur 26 stafi). Fjoldinn ny =
999 — 99 = 900. Fjoldi mogulegra bilskraningarntimera var bvi 26 - 26 - 26 -
900 = 15.818.400. Eftir 1963 vard a0 taka upp annad kerfi.

Pad kann ad vera ad leidin sem vid veljum til pess ad framkvaema T; hafi
ahrif & hvernig vid megum framkvaeema T;41, en fjoldi méguleikanna n;41 &
ad vera 6hadur T; til bess ad beita megi margféldunarreglunni. Naesta deemi
snyst einmitt um betta.

2.3 Dami. Hver er {joldi talna milli 1 og 999 sem eru sléttar og hafa 6lika
tolustafi? (Vio litum & 1 sem 001 o.s.frv.)

LAUSN: Skrefin eru

Ty velja bridja tolustafinn
T, velja annan tolustafinn
T3 velja fyrsta tolustafinn

P4 feest
n1=5, n2=9, n3=8.

Fjoldi slikra talna er pvi 5-9 -8 = 360. Ef vid breytum ré0 skrefanna ba
getum vid lent { vandraedum. Reynum t.d.

T1 velja fyrsta tolustafinn
T> velja annan tolustafinn
T3 velja pridja tOlustafinn

Pa faest ny = 10, ny = 9 en ng er 3, 4 eda 5, allt eftir pvi hvernig vid voldum
i fyrstu tveimur skrefunum.

2.4 Deemi. Stafrof inniheldur m stafi. Ord er endanleg runa af stéfum og
stafur m4 koma fyrir oftar en einu sinni i ordi. Vid spyrjum:

(a) Hver er {joldi k-stafa orda?

(b) Hver er fjoldi orda med i mesta lagi k stafi?

LAUSN: (a) Verkefnid er ad bua til k-stafa ord. Skrefid T; (fyriri = 1,...,k)
er ad velja i-ta stafinn. P4 er n; = m fyrir sérhvert 4. Fjoldi k-stafa orda er
bvim-m---m (k beettir) = m*.

(b) Latum V; vera mengi allra i-stafa orda. Vid taknum fjolda staka i
mengi med tveimur strikum, pannig ad vid getum skrifad

il = m'
Fjoldi orda med i mesta lagi k stafi er pvi

Vil + [Va| + -+ |Vil,
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en betta er jafnt

m(mk — 1)
m+m?+---+mk = m—1
k ef m=1.

ef m>1,

I pessu daemi hoéfum vid notad einfalda og augljésa reglu. Ef vid hofum
k mengi Ay, As, ..., A bannig ad engin tvo beirra hafi sameiginlegt stak,
ba gildir
[A1 U A U---UAg| = |A1]| + |A2| + -+ |Ag|.

1 pessu samhengi er kannski heetta & miskilningi. Fyrir safn af mengjum,
eins og A, As, ..., Ag, er ekki jafngilt ad segja ad engin tvo beirra hafi
sameiginlegt stak og ad segja ad snidmengi beirra sé témt, b.e. ad ekki sé
til neitt stak sem er i 6llum mengjum safnsins. Forsendan ad mengin séu
sundurlaeg tvo og tvd er sterkari en hin. Petta sést gloggt & eftirfarandi
deemi um brja mengi: 4; = {1,2,3}, A» = {3,4,5} og A3 = {5,6,1}. Hér er
snidmengi menganna briggja tomt, en sérhver tvé peirra hafa sameiginlegt
stak. Reyndar faest hér |A; U As U As3| = 6, en |Aq| + |As| + | 43| = 9. Eitt
markmid okkar verdur ad finna reglu sem leyfir okkur ad reikna |4; U A, U
-+ U Ag| begar forsendan um ad engin tvo mengi hafa sameiginlegt stak
bregst.
I naesta deemi setjum vid fram mikilvaega stadreynd.

2.5 Deemi. Mengi A hefur n stok. Hver er {joldi mismunandi hlutmengja
mengisins A? (Hér eru A sjalft og toma mengid talin vera hlutmengi.)

LAusn: Teljum upp stokin { A bannig: 21, Z2, ..., Zp. Lysum verkefninu
,a0 bua til hlutmengi“ sem r60 af n skrefum T; (i =1, ..., n), bar sem T;
er skrefi0 ,,20 velja eda hafna x;*. P4 er n; jafnt 2 fyrir sérhvert ¢ og haegt er
ad baa til hlutmengi 4 2™ vegu.

3 Fjoldi staka i sammengi

Latum na A og B vera tvo endanleg mengi. Hvad eru morg stok i A U B?
Fyrsta agiskun er |A| + | B, en eins og kom fram i grein 2 b4 er pad adeins
rétt ef mengin innihalda ekkert sameiginlegt stak. Gallinn vid svario |A|+|B|
er ad stokin i A N B eru tvitalin og pad verdur ad leidrétta. Sem betur fer
er pad einfalt og vio faum eftirfarandi nidurstéou.

3.1 Setning. Litum A og B vera endanleg mengi. P4 er

|[AUB|=|A|+|B|—-|ANB|. |
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Samskonar pzlingar m4 nota til ad reikna |[AU B U C|. Vid byrjum med
|A| + |B| + |C|. Stak sem er baedi i A og B er tvitalid svo vid verdum ad
draga |A N B| fra, og sémuleidis |A N C| og |B N C|. En ba tokum vid eftir
a0 stak sem er i 6llum mengjunum brem er pritalid i upphafi og svo dregid
fra prisvar aftur. Til ad leidrétta betta er |A N B N C| lagt vid.

3.2 Setning. Litum A, B og C vera endanleg mengi. P4 gildir

JAUBUC|
=|A|+|B|+|C|-|ANB|-|BNC|—|ANC|+|ANBNC|. W

Almennt feest eftirfarandi setning.

3.3 Setning. Latum A;, As, ..., A, vera endanleg mengi. P4 er

n

AU AU UA, =) (DR Y 4, nA,n--NA4,|. =

k=1 11 <ig <+ <ip
I seinni summunni er lagt saman yfir allar runur (41,42, ... ,4x) af télum
ar menginu {1,... ,n} bannig ad i1 < iz < --- < ig.

Jofnuna i setningunni m4 einnig skrifa
|[AjUAsU---UA,| =8 — Sa+ 83—+ (=1)"S,,

bar sem Sy er summan af fjoldatolum allra snidmengja af k mengjanna
A, Ag, .. A

4 Umradanir

Sntum okkur nt ad spurningunni: A hversu marga vegu er unnt ad rada
spilastokki? Beitum margféldunarreglunni. Fyrsta spilid er heegt ad velja &
52 vegu, annad 4 51 veg, bridja 4 50 vegu og svo afram pangad til ad lokum
pbad er adeins ein leid ad velja sidasta spilid. Pvi méa rada spilastokknum 4

52-51-50---3-2-1=52!

vegu. Pessi tala (sem kallast adfeldi tolunnar 52) er gifurlega stér. Sumar
reiknivélar eru med sérstakan takka sem gefur adfeldi talna (yfirleitt i veldis-
visishaetti svo sem 5-102%). En an bess ad hafa slikan takka er heegt ad reikna
n! 1 goori nalgun, ef n er ekki of 1itid, med pvi ad nota reglu Stirlings. Su

regla segir ad talan
V2rnttie ™
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sé go0 hlutfallsleg nalgun & n! og pvi betri sem talan n er staerri. Reiknum
b4 52!. Samkveemt reglu Stirlings er Inn! (natturlegur logri t6lunnar n!)
nélaegt

1
In V27w + (n+ 5) Inn —mn,

en fyrir n = 52 faest
In 52! = 156,35923.

Nu er In10 = 2,3026. P4 faest
In 52! ~ 67,9 - In 10,

b.e. 52! ~ 10%7? = 7,9 - 10%7. Reiknivélin min er med n!-takka. Med pvi ad
stydja & hann fékk ég svarid 8,066 - 1097,

Mismunandi leidir til ad rada hlutum kallast umradanir eda uppstokkanir.
Pad er hversdagsleg reynsla ad rada spilastokki. Vid getum verid sammala,
um pad hvert er fyrsta spilid, hvert er annad spilid o. s. frv. (Flestir myndu
segja a0 fyrsta spili0 sé pad sem er gefid fyrst samkvaemt venjulegum leik-
reglum.) Ef vid spyrjum & hversu marga vegu er unnt ad rada n stékum, er
ekki eins 1j6st hvad vid eigum vid med ordinu ,rada’“. Vio getum p6 imyndad
okkur ad vid héfum n kassa sem eru tolusettir med t6lunum fr4 1 til n. Vid
latum stokin i kassana, eitt { hvern. Fra sjonarmidi sterdfraedinnar getum
vid sleppt késsunum en { stadinn gefid runu (z1, 2, ... ,Z,) an endurtekn-
inga. Seeti rununnar svara til kassanna og xj er stakid sem lendir { kassa
k.

Oft parf ad velja dkvedinn fjolda staka tr mengi og rada peim. Imyndum
okkur ad vid hofum n 6lik stok og fyrir gefna tolu k£ viljum vid telja 4 hversu
marga vegu er unnt ad velja k beirra og rada peim. Slik r6dud samantekt
kallast umrédun d k af n stokum. Vid getum litid 4 slika umrédun sem runu
(x1,%2,...,xx) af lengd k an endurtekninga ar mengi med n stok. Til ad
telja fjolda slikra runa beitum vid margfoldunarreglunni. Fyrsta stakio x
er haegt a0 velja & n vegu; annad stakid er heaegt ad velja 4 n — 1 veg; bridja
stakid 4 n — 2 vegu, og bar fram eftir gétu. A0 lokum mé velja k-ta stakid
an —k+ 1 veg. Fjoldi umradana & k af n stokum er pvi

n-n—1)-n-2)---(n—k+1).

Pessi tala er skrifud med ymsum heaetti; algengust eru tdknin P(n,k), ™ P
eda ,Py. Ef k = n ba er P(n,k) = P(n,n) = nl, sem er {jéldi umradana &
n stokum. Takid eftir pvi ad

n!

P(n,k) = m

ef k < n. Ef k = n gefur pessi formila dtkomuna g—,' Vid vitum ad i pessu
tilfelli er P(n,n) = n!, bannig ad vid neydumst til ad tulka 0! sem 1 ef vid
viljum nota sému regluna afram.
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Hvad gerist begar k = 0? Reglan P(n, k) = (n%'k), gefur svarid 1. Petta
segir a0 einungis sé til ein leid til ad velja ekki neitt og er i samraemi vid

almenna skynsemi.

5 Samantektir

Ef vid hofum n oOlika hluti og vid viljum velja k af pbeim, &4 hversu marga
vegu getum vid valid? Sérhver moguleiki kallast samantekt. Munurinn &
samantekt og umrédun er s& ad { samantekt skiptir r60 stakanna engu méli.

5.1 Dzemi. A hversu marga vegu er unnt ad mynda priggja manna nefnd
ar hopi tiu manna?

LausN: Vid getum valid prji menn og radad beim & P(10,3) vegu. Sérhver
samantekt er pa talin 3! sinnum, pvi ad premur hlutum er unnt ad rada &
3! vegu. Fjoldi mogulegra nefnda er pvi
P(10,3) 10-9-8
3! _3-2-1_120'
A svipadan hatt er fjoldi mismunandi samantekta k staka Gr mengi med
n stokum jafn

P(n, k) n!

B (n—k)E
Ymis tdkn hafa verid notud fyrir pessa mikilvaegu steerd. Til deemis eru
taknin "C}, eda ,C}, algeng i gobmlum ritum. En na 4 dégum er taknid

(1)

oftast notad og vid lesum bad ,,n yfir k. Af asteedum sem verda ljésar {
nastu grein er pessi tala einnig oft kollud tvilidustudull.

Fra steerofreedilegu sjonarmidi er samantekt k staka dr mengi sem hefur
n stok ekkert annad en val & k-staka hlutmengi i gefna menginu. (Hins-
vegar var farid a0 tala um samantektir 16ngu 40ur en mengjafraedin kom til
sOgunnar og enn er notad dalitid gamaldags ordalag.) Vid getum bvi tilkad
nidurstddu okkar bannig: Ef gefid er mengi X med n stékum, p.e. |A| = n,

péa er fjoldi k staka hlutmengja i A jafn (Z)

6 Eiginleikar talnanna (})

I bessari grein setjum vid fram nokkra eiginleika talnanna (}) sem setningar.

Par 4 medal sonnum vid hina fraegu tvilidusetningu. Pad er athyglisvert ad
i flestum tilfellum getum vid sannad bessa eiginleika baedi med reikningi og
med talningarfreedilegum rokstudningi.
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6.1 Setning. Fyrir 0 < k < n gildir

(1) =G

SONNUN: Algebruleg sénnun 4 bessu er alveg augljés. En talningarfraedileg
sonnun felst 1 peirri athugasemd ad 1 stad pess ad velja k stok ar n stokum,
getum vid alveg eins hafnad n — k stokum (p. e. vid veljum n — k stok og
héfnum beim). [ ]

6.2 Setning. Ef1 <k <n —1 pa gildir

n\ (n-1 + n—1
k) k k-1)°
SONNUN: Heegri hlidin i j6fnunni er j6fn

(n—1)! (n—1)! _ (n—1)! 1 1
-1k h=Dln—k)!  E-Dln—-1—F (E + m)
(n—1)n

T k—Dn—1-k)k(n—k)
n! n
G (k)

Vid getum einnig gefid talningarfraedilega sonnun & pessari nidurstodu. Talan
(%) er fjoldi hlutmengja { menginu {1,2,... ,n} sem hafa k stok. Vid getum
talid pau 4 pessa leid: Fyrst eru pau hlutmengi sem innihalda stakio 1. Fjoldi
beirra er (1) bvi ad begar talan 1 hefur pegar verid valin er eftir ad velja
k — 1 stok af peim stékum sem eru i menginu {2,...,n} og fjoldi beirra
staka er n—1. Vio baetast bau hlutmengi sem innihalda ekki stakid 1. Fjoldi
beirraer (";'), bvi ad vid eigum ad velja 61l k stékin Gr menginu {2,... ,n}.
Sérhvert hlutmengi i {1,2,...,n} er af annarri hvorri gerdinni, en ekkert
hlutmengi er af badum gerdum; pvi feest jafnan

n n—1 n—1
= . [ |
() =)+ (o)
brihyrningur Pascels er myndraen tilkun & nidurstédu pessarar setn-

ingar. Stokunum (Z) er radad 1 6endanlegan prihyrning sem byrjar svona:

(©)
;)
()
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Sérhvert stak i prihyrningnum er summa stakanna tveggja sem liggja naest
pvi i linunni fyrir ofan. Pegar vid reiknum ut stokin i prihyrningnum lita
fyrstu linurnar svona ut:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

6.3 Setning. (‘Tvilidusetningin) Fyrir sérhverja néttirlega tolu n gildir

(z+y)" = é (Z) " Ryk.

SONNUN: Litum fyrst & talningarfreedilega sonnun. Vid margfoldum upp ar
svigunum { margfeldinu

n pattir
”~ - ™~

(z+y)"=(@+y)(z+y) - (z+y)

Pad er ljost ad vid faum summu af gerdinni

n
§ : ckxn—kyk_
k=0

Studullinn ¢ er jafn fjolda vega til ad velja , 2 Gr n — k pattum, en ,,y* ar
hinum & battunum sem eru eftir. Petta méa audvitad gera 4 (}) vegu.

Algebruleg sénnun byggist & brepun. Pad er ljost ad reglan gildir fyrir
n = 1. Vid gerum ra0d fyrir ad reglan gildi fyrir n og leidum ut regluna fyrir
n + 1. Reynid ad rokstydja hvert skref i reikningnum. Vid héfum ad

(z+y)" =@ +y)(z+y)"

=(z+y) Zn: (Z) z™ kyk

k=0
= (n n—k, k =~ (n n—k, k
mZ(k)w Y +y2(k>m Y
k=0 k=0
_ — (n n+l—k, k — (n n—k, k+1
_g(k)x y +]§)(k)x Y

k=0

n n—1
— entl n n+l—k, k n n—k, k+1 n+1
. +k§(k)x y +l§(k)x g 4y
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1]
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6.4 Setning. Fyrir sérhverja nattirlega tolu n gildir
"\ (n
=2".
> (4)
k=0

SONNUN: Vid hofum ad

n

2" = (141)" = En: (Z) KU LS (Z)

k=0 k=0

Pessi regla hefur einnig talningarfraedilega sonnun. Talan (Z) er fjoldi hlut-

mengja med k stok { menginu {1,... ,n}. En summan ) ;_, (Z) er pa fjoldi
allra hlutmengja bessa mengis ad medtoldu menginu sjalfu og toma meng-
inu. En sa fjoldi er 2". [ |

Einn kostur talningarfraedilegrar sénnunnar & tvilidusetningunni er s4 ad
audvelt er a0 alheefa hana. Litum & prilidusetninguna.

6.5 Setning. (Prilidusetning) Fyrir sérhverja néttirlega télu n gildir
!

(z+y+2)"= Z Z,!J_!k!m’y]z’“.
i+j+k=n

Takid eftir bvi ad { summunni taka ¢, j og k 61l gildi (ar mengi nattarlegu
talnanna) sem uppfylla i + j + k& = n. Pad er skemmtileg praut ad athuga
hversu morg pessi gildi séu.

SONNUN: Pad er ljost ad (z + v + 2)" er unnt ad setja fram sem summu
(.73 +y+ Z)n = Z ci,j,kmiyjzk.
i+j+k=n

Eina spurningin er: Hverjir eru studlarnir ¢; ;7 Na er (z+y+2)™ margfeldi
n bétta sem hver um sig er £ + y + 2. Studullinn ¢; ; ; segir & hve marga
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vegu ma velja x Ur ¢ pattum, y ur j af beim pattum sem b4 eru eftir og ad
lokum z Ur peim k battum sem pé eru eftir. Til ad reikna c; jx beitum vid
margfldunarreglunni. Vid getum valid # ar ¢ pattum & (%) vegu. Ad pvi
loknu eigum vid ad velja y Gr j af beim n — i pattum sem eru eftir. Petta
getum vid gert & (") vegu. Ad pvi loknu eigum vid ad velja 2 ar k af peim
pattum sem eru eftir, en bad er einungis haegt ad gera 4 einn veg bvi ad
adeins k paettir eru eftir. Heildarfjoldinn er pvi

n n—i _ n! (n—i)! _ n!
(7‘)< J ) B iln =) jln—i—j)! - ilglk!l” n

Nu er ekki erfitt ad skrifa nidur fjérlidusetninguna, en vid skulum taka
staerra stokk og skrifa strax nidur fleirlidusetninguna.

6.6 Setning. (Fleirlidusetning) Fyrir sérhverja nattarlega tolu n gildir

T = |
(.’L’1+-T2—}--..—|- )" Wr?t?‘”miﬂ‘ -
i14io+-+im=n 120 . !

Vio gefum ekki sonnun & bessari setningu. Hun er frekar augljos alhaefing
4 beirri sonnun sem vid gafum & prilidasetningunni, svo ad éhaett &tti ad
vera a0 eftirlata hana lesandanum.

Studullinn "7'%, er stundum skrifadur

11122!...
( )
il;i27"' ;im

og er kalladur fleirlidustudull. Hann segir 4 hver marga vegu m4 velja fyrst
i1 st6k ar menginu {1,...,n}, ad bvi loknu ad velja 72 stok ar beim sem
eftir eru, o. s. frv. Petta er ekki bad sama og skipta menginu {1,...,n} i
m hlutmengi pannig ad einn hluti hafi i; stok, einn hafi i5 stok o. s. frv.,
bvi ad i slikri skiptingu skiptir r6d hlutmengjanna ekki mali. (Pad getur
farid eftir ordalagi hverju sinni hvad att er vid, sbr. eftirfarandi tvé deemi:
A hversu marga vegu er haegt ad skipta tuttugu og tveggja manna hopi i
tvo fotboltalid til pess ad leika hvort 4 méti 6dru? A hversu marga vegu er
heaegt ad skipta tuttugu og tveggja manna hépi { fétboltalid og krikketlid?
Svarid er ekki bad sama.)

7 Umradanir med endurtekningum

I grein 4 skilgreindum vid umrédun 4 k af n stokum sem endanlega runu

(21,2, ... ,zp) af dlikum stOkum z1, x5, . ..,z Gr gefnu mengi A sem hefur
n stok. Vid sdum ad {joldi beirra er P(n, k) = n!/(n — k).
Ef vid krefjumst pess ekki ad stékin x1,z2,... ,zx séu 6lik, med 60rum

ordum leyfum vid endurtekningar i rununni, b4 er svarid einnig einfalt:
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Fjoldinn er n*, pvi ad vid getum valid fyrsta stakid & n vegu, annad stakid
getum vid lika valid & n vegu og svo framvegis. Samkvaemt margféldunar-

reglunni er bvi fjoldinn af endanlegum runum (z1,zs,...,%), bar sem
stokin z1,z2,..., 2 eru ekki naudsynlega 6lik en valin Gr mengi A sem
hefur n sték, jafn
n-71mn----- n = nk_
n sinnum

En hver verdur fjoldinn ef gefid er fyrirfram hversu oft hvert stak ar A
4 ad koma fyrir i rununni? Fleirlidustudlarnir hjalpa okkur ad svara beirri
spurning.

7.1 Setning. Litum E vera mengi pannig ad |E| = k ogr1,r2,... ,r, vera
néttirlegar tolur pannig ad r1 + ro + --- + 1, = k. P4 m4 skipta menginu
FE 1 hlutmengi E1, Es, ... ,E, sem eru sundurlaeg tvé og tvo og pannig a0

|Ej|=r; fyrirdll j=1,2,... ,n 4
k . k!
r1,72,...,Tn _T'l!TQ!"'T'n!

SONNUN: Vid byrjum & ad velja hvada r; stok ur E eiga a0 lenda i menginu
Ey; bad getum vid gert 4 () vegu. Naest veljum vid ry stk sem eiga ad
lenda i E,. Pau eigum vid ad velja ur peim k — r; st6kum sem eru ekki { £
og bvi ma gera bad 4 (*") vegu. Stékin sem eiga ad lenda i E; verdur ad
velja ar beim k — r; — ro stokum sem eru hvorki i F; né i Ey og bad mé

< (k—r1—7o . .. .
gera & ("7"1772) vegu og svo framvegis. Samkvaemt margfoldunarreglunni
verdur fjoldi allra slikra skiptinga jafn

vegu.

k! . (k‘—T’l)! ‘”(k—Tl—---—Tnfl)!
ril(k —r)! ral(k— 7y —1r2)! 7, 10! ’

En seinni patturinn { hverjum nefnara styttist at 4 moéti teljaranum i nzesta
broti & eftir, svo ad itkoman er

k!

— . n
7’1!7‘2! - -T‘n!

7.2 Athugasemd. Takid eftir ad r60 mengjanna FEy, F,,... , E, skiptir
mali. Athugum demid pbegar k = 2, n = 2 og ry = ro = 1. P4 er spurt 4 hve
marga vegu ma skipta tveggja staka mengi E = {e1,e2} 1 tvO sundurleg
mengi Ey og E sem hvort um sig hefur eitt stak. Vid fyrstu syn maetti
®tla ad betta veeri adeins unnt 4 einn veg; hinsvegar gefur setningin okkur
svario 1?—1, = 2. En bar sem r60 mengjanna FE;, Es er tiltekin synir nanari
umhugsun lika ad skiptingarnar eru tvaer: Vio getum annadhvort tekio F;, =
{e1} og B2 = {ea}, eda vid getum tekid E; = {e2} og E2 = {e1}.
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Vid getum lika spurt & hve marga vegu m4 skipta menginu E i n hlut-
mengi med stakafjolda ry,rs,...,r, pannig ad r6d hlutmengjanna skipti
ekki mali; med 6drum ordum litum vid pa & tveer skiptingar sem sému
skiptinguna ef paer gefa okkur sému hlutmengin, en hugsanlega i 6likri r6d.
Pessi spurning er hinsvegar verulega fléknari en hin og ekki er unnt ad svara
henni hér.

7.3 Setning. Litum A vera mengi pannig ad |A| = n og skrifum A =

{ai,aq,...,a,}. Ladtum ry,rs, ... , 7, vera nittirlegar télur pannig ad r1 +
ro+---+r, = k. P4 er fjoldinn af 6llum endanlegum runum (1,22, ... , %)
af stékum dr A pannig ad stakid a; komi ndkveemlega r; sinnum fyrir {
rununni fyrir 611 j =1,2,... ,n gefinn med fleirlidustudlinum
(s )
r1,72,.--,Tn
SONNUN: Vid hugsum okkur ad vid btum rununa (z1,z2,...,z) til med

eftirfarandi haetti: Vid teiknum k reiti i r6d. Vid viljum na skrifa aq i na-
kveemlega r; af bessum reitum, as 1 ndkvaemlega 7o reiti og svo framvegis. En
betta jafngildir pvi ad skipta mengi reitanna i n hlutmengi F;, F», ... , E,
bannig ad |E;| = r; fyrir 6ll j = 1,2,... ,n og nidurstadan er nd bein
afleiding af sidustu setningu. |

7.4 Deemi. Hve moérg ord mé bua til med bvi ad umrada stéfunum { ordinu
,MISSISSIPPT*“?

LAUSN: Hér er spurt hve margar ellefu bokstafa runur mé bua til ar bokstof-
unum ,M“, I .S“ og ,,P“ bannig a0 ,M“ komi nikvaemlega einu sinni fyrir
i rununni, ,I” ndkvemlega fjérum sinnum, ,,S“ nakvemlega fjérum sinnum
og ,,P“ ndkvaemlega tvisvar sinnum. Samkvaemt sidustu setningu er svarid

11!
Tz~ o4690-

8 Samantektir med endurtekningum

I grein 5 sdum vid: Ef gefid er mengi A bannig ad |A| = n, b4 er fjoldi k staka
hlutmengja {z1,z2,... ,z;} 1 A jafn (Z) En hvad gerist ef vid tilgreinum
fyrir hvert stak z; ad vid viljum r; eintdk af pvi? Slik spurning geeti til deemis
komid upp i konfektverksmidju sem framleidir sex tegundir af konfektmolum
og pakkar peim tiu saman i kassa. A hve marga vegu er haegt ad setja saman
konfektkassa? (Hér eru tveir konfektkassar eins ndkvaemlega begar peir hafa
sama fjolda af hverri gerd mola, en hvernig vid r60um molunum i kassana,
skiptir engu mali.)



IT1-40 Vidauki D: Talningarfraedi

Spyrjum nt almennt: Latum E vera endanlegt mengi bannig ad |E| = n,
og latum k vera nattarlega tSlu. A hversu marga vegu getum vid tilgreint
samtals k stok dr menginu ef vid megum nefna sama stakid oftar en einu
sinni? Pad er engin takmorkun ad gera rad fyrir ad E sé mengid {1,2,... ,n}
og vid getum pvi endurordad spurninguna, aftur pannig:

8.1 Spurning. Latum n og k vera natturlegar tSlur, n > 1. A hve marga
vegu ma skrifa k sem summu

k=r+ra+---+r,
af natturlegum tolum rq,79,...,7,7
SVAR: Skrifum k krossa { r60:
X X X X 00X

Skiptum bessum krossum i n hépa med pvi ad adgreina pa med 160réttum
strikum, til deemis pannig:

x| x x x||]x - x x|

Vid burfum n — 1 strik. Hverri slikri skiptingu samsvarar summa k = r; +
ro +---+7, sem faest panngi: r1 er fjoldi krossa framan vio fyrsta strikio, ro
er fjoldi krossa milli fyrsta og annars striks, r3 er fjoldi krossa milli annars
og pridja striks og svo framvegis; ad lokum er r, fjoldi krossa aftan vio
sidasta strikid. Par sem leyfilegt er ad einhverjar af t6lunum rj séu nall er
ekkert bvi til fyrirstodu ad tvo eda fleiri strik standi saman, og strik mega
standa fremst eda aftast { rununni. Vid sjadum bvi ad fjoldi framsetninga
k=r1+ry+---+7r, atolunni k er jafn fj6lda allra runa af krossum og
strikum par sem fjoldi krossanna er k og fjoldi strikanna er n — 1. Slika runu
getum vid buid til med pvi ad teikna k + n — 1 reit i r60, velja sidan k af
bessum reitum og setja krossa i b4, en strik i alla hina. Fjoldinn af rununum
er pvi jafn fjolda hlutmengja af steerd k i mengi af staerd k +n — 1 eda

)

Nidurstéduna m4 einnig tulka pannig: Talan ( segir okkur & hve
marga vegu mé dreifa k kilum sem eru allar eins i n kassa.

)

8.2 Dazemi. I konfektbtid m4a kaupa konfekt i lausasslu. Par fast 6 tegundir
af konfekti. A hve marga vegu m4 velja 10 mola?

LAUsN: Petta jafngildir pvi ad skrifa 10 sem summu af 6 t6lum. Svarid er

bvi
6+10-1 15
(410 - () =
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8.3 Dzemi. A hve marga vegu ma velja sér 5 kalur ef kalurnar eru i 4
Olikum litum en ad 60ru leyti eins?

(1))

8.4 Daemi. Hve margar t6lur milli 0 og 999.999 hafa bversummuna 5?7

LAUSN:

LAusN: Skrifum slika tolu i tugakerfi sem asasasasaiap bar sem a; €
{0,1,2,...,9}. Spurningin er pvi jafngild bvi & hve marga vegu m4 skrifa
toluna 5 sem summu

5=ag+ai +as+az+ a4+ as

af natturlegum tolum ad vidbsettum skilyrounum 0 < a; < 9. Par sem
summan m4 adeins verda 5 er pessum vidbotarskilyrdum hinsvegar sjalfkrafa
fullnaegt, og svarid verdur

(1)~ (1)

8.5 Dzemi. A hve marga vegu m4 skrifa natturlega télu k sem summu
k=z1+z2+---+2,
af n nattarlegum télum sem eru sterri en 07
LAusN: Petta jafngildir pvi ad skrifa
k=n=(@ -+ @ -1+ +@—1) =y +y2++yn

par sem tolurnar y; = z; — 1 eru hvada nattirlegar tolur sem er, hugsanlega
null. Svarid er pvi

()60

pbviadk—1—(k—n)=n-—1.
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