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Fyrsti hluti

I pessum hluta eru tiu spurningar. Hver spurning er priggja stiga virdi. Setjid kross framan
vi0 rétt svar. Fyrir rangt svar er dregio eitt stig fra.

1w+ 1
1. Ef M = 2014 b4 er Wtz jafnt og
lL/w—1/z w— 2z
X 2014 = [ 2014 -
2014 2014
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Skyring: 2014 — (LW F/2) wz _wdz TR g1,

(1jw—1/2) - wz z—w w—z

2. Jon gekk framhja fjorum hisum i ré0, 1 sinum lit hvert. Hann gekk framhjé
appelsinugula hisinu 4 undan rauda htsinu. Hann gekk framhja blda htsinu 4
undan gula hisinu. Blda hisid er ekki vid hlidina 4 gula hisinu. A hve marga
vegu getur r60 husanna verid?

[]2 X 3 []4 (15

Skyring: Ef stadsetningar blda og gula husins eru pekktar akvardast stadsetn-
ingar appelsinugula og rauda husins 6tviraett. Blaa husid er & undan pvi gula
og pau eru ekki hlid vio hlid svo mogulegar stadsetningar fyrir pau eru fyrsta
og pridja, fyrsta og fjorda og ad sidustu annad og fjérda.

3. Gefid er ad x og y eru rauntdlur, hvorug nill og = # y. Hvert er gildid & zy ef
2 2
r+—=y+ -7
z Y
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Skyring: Efx+—:y+—béerx—y:f——zu. Niaerx—y#0
x Yy y T Ty

2
og pvi er 1 = — sem byoir ad xy = 2.
Y

4. Rétthyrningur er samsettur ur 5 eins rétthyrningum eins og
myndin synir. Hvert er flatarmal stora rétthyrningsins ef vitad
er a0 ummal hvers litils rétthyrnings er 20 m?

[] 72 m? [] 112 m? X 120 m? [] 140 m?

Skyring: Taknum skammbhlio litils rétthyrnings med = og langhlio meo y. Pa
er 2x + 2y = 20m. FKinnig sést 4 mynd ad 2y = 3x. Séu pessar tveer jofnur
leystar saman fest a0 x = 4m og y = 6 m. Flatarmal stéra rétthyrningsins er
bad (z+y)-2y=(z+y) -3z=10m-12m = 120 m?.
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5. I sendingu af kossum er einn fjordi af kossunum témur. Opnadur er einn fjéroi
hluti kassanna og einn fimmti peirra er ekki tomur. Hve stor hluti éopnudu
kassanna er tomur?

mEe 05 X 5 m

41 1
Skyring: Fjorir fimmtu hlutar opnudu kassanna eru témir. Pad gerir 51T 5

hluta allrar sendingarinnar. Ef x er sa hluti 6opnudu kassanna sem er tomur

1 3 1 1
bé gerir pad x - 1 hluta allrar sendingar. P& er 5 +x- 1= 1 og bvi xz = 5

6. Jafnan 2% — Tz + ¢ = 0 hefur lausnir a og b. Finnid gildid 4 c ef a® + b* = 81.

[] —12 [] 15 X —16 [] —18

Skyring: Par sem a og b eru lausnir jéfnunnar gildir ad a +b = 7 og ab = c.
P4 m4 reikna: 81 = a® + b* = (a + b)* — 2ab = 7? — 2¢. Svo ¢ = —16.

7. Ylfa efir hlaup og @tlar ad hlaupa fjéra hringi 4 medalhradanum 16 km/klst.
Medalhradi Ylfu reynist vera 15 km/klst fyrstu prja hringina. Hver barf
medalhradi Ylfu & fjoroa hring ad vera til ad htn nai markmidinu?

[ 18 (] 19 X 20 [] 21

Skyring: Ef hringurinn er af lengd L km, bé etlar Yifa ad hlaupa { 4L/16 =
L/4 Klst. Pad tekur hana 3L/15 = L/5 klst. ad hlaupa fyrstu prja hringina svo
ef medalhraoi Ylfu & fjérda hring er V' ba verour L/V = L/4 — L/5 = L/20.

8. Hversu margar priggja stafa tolur abc eru pannig ad a > b > ¢ og ein talnanna
er 57

[] 30 X 36 [] 46 [] 50

Skyring: Ef a = 5 ba eru b og ¢ valdar 4r menginu {4, 3,2,1,0} og bar sem
b > ¢ ma velja pessar tveer tolur & 4 +3 +2 + 1 = 10 eda (g) vegu. Ef
b =5 ba ma velja a Gr menginu {9,8,7,6} og ¢ ir menginu {4, 3,2,1,0} og eru
valmoguleikarnir 4 - 5 = 20 alls. Loks, ef ¢ =5 ba eru a og b valdar ar menginu
{9,8,7,6} og bar sem a > b ma velja tolurnar 4 3+ 2+ 1 = 6 eda (3) vegu.
Heildarfjoldi moguleika er pa 10 + 20 4+ 6 = 36.

9. Fjérar stelpur, Anna, Béara, Dagny og Elin sungu a ténleikum og adeins prjar
saman hvert lag. Elin song { flestum laganna, alls sjo og Anna séng i feestum
laganna, alls fjorum. Hve morg 16g sungu stelpurnar a tonleikunum?

X 7 BE o [] 11
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Skyring: Notum upphafsstafi stelpnanna til ad tadkna fjolda laga sem peer
sungu i. Vio hofum pd 4 = A < B,C < F = 7. Paer sungu 3 1 hverju lagi svo
A+ B+ C+ D er deilanleg med 3 0g 21 =4+5+54+7<A+B+C+D<
446+6+7=23. Par me0 er ljost a0 A+ B+ C + D = 21 og lagafjoldinn var
21/3 =1.

10. Tveir halfhringir eru innritadir i ferning med hlidarlengd 2.
Hvert er flatarmal skyggda svaedisins?

[]2 HEES: [Jr-2 X 3-x/2

Skyring: Skéastrikudu hringgeirarnir tveir eru jafnstorir
og samanlagt flatarmal peirra er jafn flatarmali halfhrings

med geisla (radius) 1. Oskyggda svaedid er ferningur med
hlidarlegnd 1. Umbedid flatarmdl er pvi 4 — (1 + 7/2) = 0
3—m/2.

Annar hluti

I pessum hluta eru fimm deemi og er hvert deemi sex stiga virdi. Tilgreinid svar ykkar &
svarlinunni. Ekki parf ad skyra hvernig svario er fengid. Fyrir rangt svar, 6fullkomid svar
eda tvirsett svar faest ekkert stig.

11. Pad tekur hép murara 5 klst. ad ljuka akvednu muirverki. Veeru peir einum fleiri
teeki sama verk 4 klst. Allir vinna jafn hratt og jafn mikio. Hve langan tima
teeki pad einn murara ad ljuka verkinu?

Svar: 20 klst.
Skyring: Ef hépurinn telur N murara pa gildir ad N -5 = (N + 1) - 4, svo

N = 4. Vinnustundir hopsins eru pvi 20 klst. Par sem allir vinna jafn hratt
tacki pad einn murara 20 klst. ad ljika verkinu.

12. Tolurnar a, b, ¢, d og e uppfylla jofnurnar
a+b+1=b+c—2=c+d+3=d+e—4=e+a+5.
Hver talnanna fimm er steerst?

Svar: b

Skyring: Jofnurnar fjérar leida til samanburdar:

)a+3=c¢, (@{)b=d+5, (iii)c+7=e, (iv)a+9=d
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13.

14.

15.

Til samans syna (i) og (iii) ad a + 10 = e; (ii) og (iv) ad a+ 14 = b. P4 m4 rada
tolunum

a, c=a+3, d=a+9, e=a+10, b=a+ 14.

I prihyrningi ABC er AB = 5 og BC' = 11. Valinn er B
punktur F & hlio AC pannig a0 EC' =7 og EB = AB. i
., 5 x |z
Hver er lengdin & AE” G 5 M
47
Svar: —
var: -

Skyring: Par sem prihyrningurinn ABFE er jafnarma pa skiptir heed hans hlio
EA itvo jafna hluta; EM = M A = x. Samkveemt jofnu Pypagérasar er

112 — (7T+2)> =52 svo 72— 14r =25 ogbvi 2z =47/7.

Tolurnar m og n eru jakvaedar heiltolur og m > n. Pegar m er deilt med n er
afgangurinn 24 og pegar 2m er deilt med n er afgangurinn 11. Hver er talan n?

Svar: 37
Skyring: Par sem afgangur er 24 pegar m er deilt med n ma rita m = k;-n+24

ogn > 24. Paer 2m = 2k; - n + 48 = ky - n + 11 og pvi verdur a0 gilda ad
n = 37.

Hvertergﬂdiééxef\[:\/2+\/2+\/2+\/2+---?

Svar: 4

Skyring: Jofnuna ma umrita & formid \/; = /24 . P4 ma alykta a0

=2+ xogbvizx—vx—2=(y/r—-2)(y/x+1)=0. Par sem \/z + 1 # 0
verdur /z — 2 = 0 og bar med = = 4.
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Pridji hluti

I pessum hluta eru fjogur deemi og er hvert deemi tiu stiga virdi. Hér ber ad rokstydja
svorin.  Vid mat lausna er tekid tillit til fragangs, ndkveemni og skyrleika i framsetningu.
Athugid a0 haegt er a0 fa stig fyrir a0 leysa deemid ad hluta eda koma fram med hugmynd
sem er mikilveegt skref a0 lausn.

16. Punktur M er midpunktur hlidar AB 1 ferningi D ¢
ABCD. Punktur F er skurdpunktur hornalinu BD T
og midlinu CM. Hvert er hlutfall flatarmals prihyrn- hy

ings BC'E og ferhyrnings ADEM?

Lausn A: Athugum fyrst, a0 umbedid hlutfall er 6h&ad hlidarlengd ferningsins
ABCD. Lausnin sem hér er synd gerir rad po fyrir ad hlidarlengdin sé einhver
opekkt tala [.

Prihyrningarnir C DE og BE M eru einslaga og bar sem M er miopunktur hlidar
AB bé eru hlidarlengdir prihyrninganna 1 hlutféllunum 1 : 2. Haedir prihyrning-
anna, hy og hy, eru i somu hlutféllunum svo hy = 21/3 og hy = /3. Hornalinan
BD skiptir ferningnum 1 tvo jafna hluta og pvi mé reikna eftirfarandi:

1 1 1 1
Flatarmél F(BCE): §l2 — F(CDE) = §l2 -2 = 6l2

3
Flatarmal F(ADEM): lp_ F(BEM) = lp_1p_Dp
T2 -2 12 12
2
Pa feest umbedio hlutfall i = 2
512/12 5

Ath: Pad er lika heegt a0 reikna ad hy = /3 me0 bvi ad innleida hnitakerfi og
finna skurdpunkt linanna.

Lausn B: (Alfheiour Edda Sigurdarddttir, MR)

Prihyrningurinn ABD spannar hélfan ferning ABCD. D ¢
BCM spannar halfan helming ABCD, b.e. fjérdung
ABCD. Sé settur midpunktur My & hlidina BC' kem-
ur fram prihyrningurinn BE M, sem er baedi einslaga og M,
jafnstor BEM. Ennfremur hafa prihyrningarnir C'E'M,
og BEMj boi somu grunnlinu (BC') og somu heed (hg)
og hafa pvi sama flatarmal. [Réttara veeri ad segja ad peir
séu med jafnlangar grunnlinur BMy = C'M,.]

Samanlagt mynda beir prihyrninginn BC'M = iABCD.
Hver um sig er pa 1—12ABCD og BCE = éABCD. Nu vill svo skemmtilega
til a0 BEM er akkurat pad sem ADEM vantar uppa til ad verda ABD svo
ADEM = ABD — BEM = %ABC’D — éABC’D = %ABCD svo hlutfollin
milli ADEM og BCE eru ba 5 : 2.

A M B



Efra stig 2014-2015 7

17.

18.

Finnio 61l por (a,b) jadkveeora heiltalna sem eru pannig ad a > b og mismunur
steerdanna a? + b og a + b* er frumtala (primtala).

Lausn: Parsem a > b > 0 bd er a*>+b > a+b* svo mismunurinn (a?+b)—(a+b?)
4 ad vera frumtala. En

(a®+b) — (a+b*) = (a* = b*) — (a — b)
=(a—0b)(a+b)—(a—0)
=(a—>b)(a+b—1).

og (a —b)(a+b—1) er ekki frumtala nema a —b =1eda a+b—1=1. Par
semb>1pdera+b—1>a—>bog bvi verdur ad gilda ad a — b = 1 og par
meda=>b+1. Pder(a—0b)(a+b—1)=1-(a+b—-1)=0b+1)+b—-1=2b
sem er frumtala adeins ef b = 1.

bad er pvi adeins eitt slikt par jakveeora heiltalna, (a,b) = (b4 1,b) = (2,1).

Gefnir eru jafnhlida prihyrningur med hlidarlengd
1 og ferningur med hlidarlengd 1. Heaegt er ad
rada peim saman pannig ad peir mynda kuptan
5-hyrning eins og myndin synir (marghyrningur
er kiuptur ef allar hornalinur liggja innan marg-
hyrningsins).

Er hasegt ad rada saman slikum prihyrningum og
ferningum svo peir myndi annars vegar kuptan
7-hyrning og hins vegar kiptan 13-hyrning?

Lausn: Pa0 er haegt ad rada slikum prihyrningum og ferningum saman til a0
mynda kiaptan 7-hyrning; tvo deemi eru synd & mynd.

Par sem hornasumma kupts 13-hyrnings er 11 - 180° = 1980° ba er alls ekki
mogulegt a0 mynda slikan marghyrning med pvi ad rada saman ferningi og
jafnarma prihyrningi pvi eins og synt er & mynd til haegri ba er steersta mogulega
horn sliks marghyrnings 150° og pvi er mesta mogulega hornasumman 13-150° =
1950° sem er of lag.
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19. Sannid ad ekki sé haegt a0 finna fjorar jakveedar heiltolur a, b, ¢ og d pannig a0
A+ -7 =0

Lausn: Gerum rao fyrir ad heegt sé ad finna slikar tolur a, b, ¢ og d og umritum
jofnuna a formid

a® +b* + = T7d*
Athugum ad ef allar tolurnar eru sléttar, a = 2ay, b = 2by, ¢ = 2¢1 og d = 2d,
ba meetti stytta sameiginlegan patt 4 ar jofnuna og fa sams konar jofnu

ai + b +ci =7d;
og séu tolurnar enn allar sléttar ma endurtaka leikinn, pangad til ad 4 endanum

fengist lausn sem innihéldi a.m.k. eina oddatolu. Pvi ma gera rad fyrir a0 minnst
ein af tolunum a, b, ¢, d sé oddatala.

Notum leifareikning: Almennt gildir fyrir heiltélu m ad ef m er slétt, m = 2k,
béa er m? = 4k? deilanleg med 4. Ef hins vegar m er oddatala, m = 2k +1, b4 er
m? = 4(k*+ k) + 1 og er pvi oddatala med afgang 1 begar deilt er med 4. Petta
tdknum vid med bvi ad skrifa m? = 0 (mod 4) ef m er slétt og m? =1 (mod 4)
ef m er oddatala. Enn fremur sést ad einu mali gildir hvort k£ er oddatala eda
slétt tala, k2 + k er alltaf slétt tala og pvi hefur m? = 4(k* + k) + 1 afgang 1
ef deilt er med 8, m.6.0. er m*> = 1 (mod 8) ef m er oddatala. Nytum okkur
bessar stadreyndir og skiptum 1 tvo tilfelli:

Ef d er oddatala: P4 er 7d? oddatala og pvi verdur vinstri hlidin lika ad vera
oddatala og par med ein eda allar tolurnar a, b og ¢ oddatolur. Ef adeins ein
talnanna priggja er oddatala pa fast mismunandi leifar fyrir vinstri og haegri
hlidar jofnunnar:

a>+ b +cA=1 (mod 4) og 7d* =3 (mod 4)

sem er omogulegt. Tolurnar a, b og ¢ verda pvi allar ad vera oddatolur, en pa
feest

a>+b+c*=3 (mod 8) og T7d*=7 (mod 8)
sem einnig er 6mogulegt.
Ef d er slétt tala: P4 er 7d? slétt tala og pvi verdur vinstri hlidin ad vera slétt
tala og pvi verda tveer talananna a, b og ¢ ad vera oddatolur Pa faest:

a> + >+ =2 (mod 4) og 7d*> =0 (mod 4)

sem er 6mogulegt.

Ath: Pad ma lika umskrifa jofnuna a formio

a’ +b* + & + d* = 84
og bvi er a®> + b* + 2 + d*> = 0 (mod 4), en bad getur einungis gerst ef allar
tolurnar eru sléttar eda allar oddatolur, pvi a®+b%+c*+d? = k (mod 4) bar sem
k er fjoldi oddatalna. Ef allar eru sléttar styttum vio ut 4, eins og 1 fyrri lausn.

Pvi m4 gera rad fyrir ad allar séu oddatolur, en ba feest a? +0* + ¢ +d? = 4
(mod 8) sem er { m6tsogn vid ad 8 gengur upp i heegri hlidina 8d2.



